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县 引言
在范动时简相当久之后的均匀各向同性的湍流 , 由于送动 能 最 的逐渐耗报而衰变成
后期坛动 。 在凤洞实端里离开产生湍流的枷格相当远的下游也是后期均匀各向同性湍流
坛动的例子 。 这种后期湍流运动可用粘性流体的涡旋坛动来瓮明〔 我例并曹指出 , 这种
湍流运动的湍性拮裤和粗成湍流的涡旋的洛性桔裤有密切联系 。 在后期衰变时的湍流运
动 , 湍流 叮 城 数比较小 , 因而我佣可以略去 ’ 扬 朋 方程中的非技性项而求
得粗成湍流运动的揭旋运动解。
自由湍流如尾流 、哨注和半哨注等流动简题 , 和均匀各向同性湍流有类似的情形 。 流
体离开了喧嘴或产生尾流的物体之后 , 仅在湍流服落所引起的动量 、能量与涡是等交换以
及流体的粘性作用之下而逐渐衰变 , 并到达后期运动。 自由湍 流 是一种具有剪应力的普
通湍流运动 , 所以它的速度涨落或速度服动须满足速度涨落坛动方程一 ’一 , 方
程和 。 平均运动方程的差 , 以及速覆方程〔气 在 自由湍流后期运动的区域里 , 我
仍也假定湍流 数比较小 , 因此速度涨落方程中的非鹿性项可以略去 , 但是在这
个区域内平均流动速度对坐标的梯度依旧存在 。 解速度服落方程的另一 个 近似是 考虑
到粗成湍流的涡旋的尺度此较小 ,所以在一个整个涡旋运动的范圃内 , 湍流的平均坛动速
度和速度对坐标的梯度都可级看作是和在这个范圈内的坐标变化无关 。
在以上雨个条件之下 , 我俩来求速度涨落方程的一种特殊解 , 这种解是由雨种湍流度
不同的涡旋运动所粗成 一种代表均匀各向同性湍流的涡旋运动 , 而这种坛动的湍流度比
较高 另一种为与湍流平均速度梯度有关的涡旋运动 , 而这种运动的湍流度比较低 。 从廷
个速度涨落解我佣用级前所采用的平均方法山舒算得在湍流中任一点的 记。 应力
强最 , 张量的一部分分量代表阪落速度分量平方的平均值 , 另一部分分量为湍流平均流动
中的 、剪应力 , 而这个剪应力和平均流动的速度梯度成正比 。 这样一个剪应力和
平均速度梯度的袋性关系以前在用求二元速度关联的方法处理速度阪落 方程时导出〔 , ,
或从物理概念出发予以假定过 , 并可以用来禽明一些 自 由湍 流 中的平均速度分布 ’〔断
〔 」
后期 自由湍流运动的实麟量度还比较少 。 为此在本渝文的 愁 中我 仍 把 马 的普通
桔果应用到二元尾流的后期运动上去 , 井以此舒算出 流中的平均速度分布 , 速度涨落平
方的平均值以及 。剪应力 。 为使实脸情况和理渝的条件相符合 , 我俩在尾流中爱
阳 年 月 日取到
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放一个栩格 , 棚格的平面是和尾流的对称平面成垂直 。 棚格的作用在于 产 生一个均匀各
向同性的湍流坊 , 而这个湍流坊的湍流度在同一点比在枷格前面物体所产 生 的 尾流中的
揣流度要高。 这样言卜算出来的理渝数值可和实验的桔果相此较 。
根据现在二元尾流在枷格影响一 的速度阪落解也可以推广到雨点之简的速度关联画
数的舒算 , 而理渝桔果也可用实翁的方法来榆醚 。
最后 , 我俩衬渝了二元湍性尾流后期运动周题解的近似条件以及用实 眺 方 法来愉输
理渝舒算拮果的周题 。
托 端流灌落速度方程的祸旋运动解
我佣用 ‘ , ‘代表空简和时简的坐标 , ‘代表湍流运动的平均速度 , 叭 力速度淡落 ,
右 为压力摄落 。 速度限落所满足的服落方程与莲精方程可分别写作
鲁
· 、, · 〔、叨 · , , · 叨 ·矶 , 一静
, ‘
嘛 ,
, · · ’叨‘, · 。
叨刀 , 刀一 。
上列方程式中的协变微商是对坐标 仍 , 的偏微商 。
在湍流运动中 , 粗成湍流的涡旋的大小一般要比湍流平均运动的尺寸为小。 因此在
流体中某一 点 ‘二 肠‘ 的附近 , 在解上列短动方程的时候 , 我仍近似地采用平均速度
和它的梯度在 的数值 , 郎合
召 二 。 , , , 。 , 。 ·
换句韶羡 , 我仍假定在揍着 点的一个涡旋的运动范圈内 , 湍流的平均 运动速度与它对
坐标的梯度是和在这个镇域内的坐标变化无关 。 为此速度阪落方程可用下列近似式代替 ,
鲁
。二
, · “‘, ·
,
, · ’· ‘, · 一 王杯 , ‘叔而动 , 口十四恤 ·
我仍砚在只衬渝 自由湍流的后期运动 。 在这时期的湍流落动 , 湍 流 叮 山 数比
较小 , 也就是 , 流体的湍流度此较低 , 所以运动方程
·
中的速 度涨落非栽性项可以略
去 , 启口,
刁铁
、 二 , , , ,
不二 十 仃助 叭 , 刀十 叨四 。‘, 口 一 一功 , ‘十 护 ‘叭 。口‘
·
夕
现在引进下列坐标变换 ,
叹
‘一 劣“‘’ 劣。‘一药
。‘“‘一丢
‘ ’。”‘。”‘ 。 ’‘“‘’
·
坐标 气也可以被近似地解释作在和平均流动 、 一同运动的一个坐标系中的坐标 , 点
是这个坐标系的原点 。 这样 , 速度溉落运动方程和速箱方程可写成
二 一 一勿 , ‘十 ·
、甲‘
叨
一 厨‘ 十 叨 , ”“ ” 护哈
、。。 , 召 二
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一一
一 一
一
一一一一在上列方程中的协变微商是对坐标 ‘的偏微商 我仍在 · 和 · 中为筒 化 害写手倩
起兑用同样的微分符号 , 但它佣有不同的物理意义 。 在以对 云偏微商的一项中 , 坐标 气 就
当作常数处理 。
我俨假定速度阪落方程的解可以分成雨部分 一部分 叨 代表均匀各向同性的湍流
遥动 , 另一部分 诚‘ , 是和平均速度梯度有关的涡旋运动 , 井再作 这样 的实墩怖置使前一
种的流动此后一种的要大 , 郎
叨‘一 叨 , 二 ‘ , , 而 叨 , 二 ,
·
函数 二 与 叫幻 分别满足下列雨粗运动方程
刁叨 ,
一 勺 ,‘ , , ,“织卜
·
刁叨吃
向
万 衅 ,凡一合‘
, ‘ · ’叨
,
‘
、琳 一
·
在 中我仍用 凡 , 代表 、。 井根据 条件略去 毗 凡、项 。
现在引进速度与压力服落的 ’ ’换式山 ,
、声了、、
、,,气‘龟沙
。
, 一刹丁
。,己一 ‘几“凡 么。“
、 , 一命 二 ,
。一 ‘介· ’· , 一命 ‘
日一 ‘介“ ’“ ”·
‘ 丫二丁
于是运动方程粗
·
和
·
斡换成
备秒一碰砂
, 切尹 一 。
导砂 , 尹及
召 一今‘。一 , 咧
,
场 一 。
口卜 一 尸
求矢量 概和
·
中运动方程的内积 , 拜因
·
中速覆方程的关系 , 得
·
·
人妊”〕丑“ , 一止尸 , 其中 妙 一雌 蜡 烤 ·
因 此
·
筒化为
备 十 、 , 、一鲁刃 ,凡一泌岭 ,
·
粗成均匀各向同性湍流后期运动的朝对称涡旋运动解以 〕在湍 谱 空 简 中 ,
的解 , 可用下列函数表出〔 〕
·
郎 相 当子
沪 , 一 沪 。, ‘, 尸 ,‘卜 一 ‘“‘
。 ”‘一竿
。‘无· 二 。一 ”“’ ‘一 ‘。 ’, ·
其中 是一个积分常数 , ‘代表轴对称涡旋轴栽的方向余弦 , 凡 为涡旋 中心 在 以 点
为原点的坐标系中的坐标故是三任意参数 。
有了 妊 的解后 , 得到方程式
·
夕的解为
北 京 大 学 学 报 年
·
, 一
”“’‘’一 ‘。’ ·‘。“二 ‘一鲁 犷“
’‘’一“ ’‘。· ·
如果函数 刃 , 是和时简无关 , 则上式筒化成
, , 、 , , , 、 , 。 、
,
。 众无、 、,
,
尹尸 沪釜
, 夕仁招 , 犷 ,‘少 一外叮力 , 刀 叹。‘, 一 广 夕石一‘。八几
·
从湍蹭空简中的雨个解
·
和
·
我俩可用
·
的反换式针算 出速 度服
落 叫 , 和 。 , ’为坐标 气, ‘的显函数‘, 。
幼 。 , 一 , 。 , 。‘介“‘“ 。’,
叨 , 一 ,“无“ ‘“ “‘少“
·
·
少
我佣再求 应力 氏 ,二 一 尸叭哟 中在 。 点 的二 元 速度关 联 函 数
硕可
。 这个速度阪落乘积的平均值是根据这样的图案卦算得来 粗 成 湍流的轴对称涡球
可在塞简的任何地方而它的对称翰较在空中可有任意的方向〔匀 , 郎
丽一命 “ “ , 二
、 ,
‘
·
其中 、代表在罩位体积中的涡旋数 目。 以 速度 叨‘的雨部分自
·
代入
·
并略去
最小的一项 , 得
诚可骊沪丽卿 叨鉴,叨 , 二二‘ ,叨今,
·
把〔
· 的 。 , 代入
·
右边的第一填 , 就有
砂砂一华 己尸 己。 ,
。 、, ,‘ 。‘无·“ 。己无 , 。 , , , 。,乙。‘儿‘”” ‘、, 。
一 ‘ 一少 兀 、一 一
了 ‘ 、 一 ’一 ’一 一 、 一 了 了 ,
用试刃 几 , 劲的显函数自
·
代入
·
夕井樱过舒算 , 得
砰呵可一会二
,
叮筛瑞 」“际
·
·
同样的从 · 平均值 诚 ,‘ ‘ , 可写成
“生。 ,叨 ‘ ,
。 ‘ 「, , 、 。 , , 、 , , , 。 , 、 , , , , 、 。 , 。 、 一 。 无、 、 ,
, 、 , , 、
书生 。 日 尹二, 无, , , 乙 无, 川 一 尹忘,刀 , , 。一 竺餐笋 卜云。川 无一 二一 」、一 了 一 」狱 、
一 ’一 ” 一 」
丁 口 一 川 一脚 无 、
一 ”了 一
’
·
少
再把 必 的函数从
·
代入上式并进行针算 , 乃得
‘冬, , ‘
牡
夕
乙兀
二
, 、 ,
一
, 丑‘ 仁布一 朴少气二
叫
、 兀
己
砰措渺 “ 刀刁
【耐瑞 」
’ ’ ,‘ ‘
,
,
,
·
·
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从
·
,
·
和
·
, 关联函数 。‘叨 , 有下列形式
—
,
」 , , 兀 〕 , 。 。 , , 兀 , , ,
叨浏 , 一二几 二书
一舫 , “ 卜犷厂匕六 ‘ 一杀井舫 二 井从 , 。 , ‘ 玩 、 、一 , 一 , 一 , , ’ 一 ’一 古一‘。 」 一
, 少 ,
’
一 ‘一‘。
、一 脚 , , ’ 一 “ , , ’ ‘
·
上列公式靓明湍流中的 盯 剪应力是和平均流速的 梯度成正比 。 这样的桔果
也可以从其他方面考虑获得 ‘〕, 〔“ , 〔‘”。
目 二元端性尾流同时在栅格影响下的后期衰变运动
我仍现在把上节的普通理渝来解二元湍性尾流的运动简题 。 为使理渝与实墩情况相
·
符合 , 我们在物体的后面置放一个极格 , 棚格的平面是和尾流的对 称 平 面 成正 交 。 这样
的一个棚格在它的下游产生一个均匀各向同性的湍流坊 。 在我佣补算 湍 流 平均 速度及
了 应力张量的流坊离栅格此物体要近 , 所以棚格所产生的湍流度要比物体所产生
的要高。 不过我佣进行爵算的地方都离物体与枷格比较远 , 故在我们所衬渝的 尚题 是屡
」
于后期衰变遥动的范畴。 现在我们 所考 虑的 尾 流 是 二 元 的 、定常的 。 如同一般害上一
样明以 轴与尾流的对称轴平行 , 以 , 代表沿 , 勒的平均速 度 分 量 , , 为沿 印 轴
的分量 , 沿 伪 朝的平均速度分量 矶 因对称关系等于零。 不恒等于零的定常平均运协
方程和速擅方程可写为
会 几会一告粤
矶会 巧会一去哥
、
, 刁几八
, — 一 布一一 月 一 二一一 夕、 劣 夕
,
,
, 几 ,
生 擎 擎、
, ,
。 ,
、 工 夕
·
刁 ,
卜二一二 十 一二碑‘口工 夕
令 代表在物体上游较远处未受扰动的流体沿着 轴的速度 , 井以 代表在尾流
中平均流动的速度亏损 ,
矶一 一 。
·
如在一般衬渝湍性尾流的情形一样 , 我佣假定
《 , 矶《 。 侣
·
一
现在我佣来衬渝 助 。切应力 今 的形式 。 由于在 如 中所采取的 点是
任意的 , 在针算 点的平均速度分配及其他数植时我惘就可以略去坐标 气驹 ,叼的下标
而用 气幼幻来代表 的坐标 。 在我仍舒算平均流速的坐标系里 点是近似 地 以平均
速度向下游位移 。 因 此 点的坐标是和 ‘有一个关系
· 。 这 个 关 系 根 据
·
及
·
的近似条件是等于下列腹性关系
劣 卜‘。 , 夕 。
一 ·
因此我仍从
·
得
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飞,皿百、才趁扭,‘丁刀一掀洲、一 一几
一
下 月刀。 、 , 口。刀 。刃“
听 二共, 一犷二 砚一 十 一一 , 互 友一一‘ 一 、写 汤一‘
一 —一 万 · , 一 ’‘·牡 ,“
, 蔽
—一 ‘ 引幻 一一 ‘七
‘ , 一 气二 ,护 护 “ 、
不了。刀
刃
登 刃劣二
了
·
丝丫井
瓶护
一 一几乞 一 下健口 气二阿 一婆
竺 、,
汤
其中 ”几 且
场 ” 不驴 了厄 了
些几、娜
少
在上列 瓦可的公式中 , 我佣曹略去较小项 刁叽 衡 在 诃中 运用
·
中的速擅方程把
、
研切匆 一项换成 击 。
由于
·
乡的近似条件以及在
·
各式中 的数值较大 , 运动方程式
·
幼中的第一
个方程如同处理一般的尾流周题一样可筒化成一个热傅导方程 ,
了 刁 一 , ,
, 、刁, , 。刀。。‘ , 、
划 。硒王一 一 又“ , 丁 “ “百亏了 、“ 一厄无不厂
’
·
其中 , 是湍性似运动粘性系数 , 它的 数 值 是
·
夕几 , 中 刁 了夕项的系数 , 的数值在
湍流的流动区域内一般要比 , 的数值为大 , 但是当 的值很大时 , , 趋向零作极限 , 而湍
流运动也衰变成片流运动 。
合 代表柳格的坐标并引进一个新变量 刀, 刀是定义是
孚
、 , 、。 , , ,
”一 ”“一斌 又‘ 十
“少。劣 一 ”“ ‘ 一 、了 」十可又‘ 一“夕
’
·
其中 冲 代表函数 刀在 的数值 , 刃。 已在
·
中定义 。 一般地霭上列 方 程右边和
成正比的一项 , 郎由于流体片流运动作用的一项比前面的一 项 为 小 。 但在 劣 坐标的数值
增加时 , 它要超过前项的数值。 这歌明离产 生 尾 流的物体及柳格比较远的地方湍性尾流
翁衰变成为片流尾流 。
在引进函数 刀作变量之后 , 运动方程
·
哪可写作
刁,
刁刀 刁对
·
如果我们知道下列边界条件
当 二 , 刀一 刀 , 一 夕 ,
此处 功 为已知函数 , 则具有热傅导方程形式的
·
运动方程解是 ”
·
一 了粤鉴一 形 。
乙习兀咬刃一刀 二
右一 岁
住 ”一 ” 己穿 ·
把上列函数积分出井代入
·
各公式中 , 我们可域求得
· 夕中 , 应力各分量
的函数 。
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根据湍性尾流在柳格影响之下的后期衰变运动解 ,
·
勿 ,
·
和
·
哟 , 我们必筑
回顾一下过去所采用的雨个近似条件是否和砚在的解相符合 。 这雨 个条件是 速 度服落
的数值 叨 必须此平均速度的数值为小 粗成湍流搞旋的尺度此较小 , 因此在 揭 旋 的范圃
内平均速度对坐标的梯度可么 当作和坐标的变化无关 。 这雨个条件可写成
“ , 会
·
·
在上式中 。 代表速度服落的数值 , 郎
·
中的平均速度亏揖 。 从 勺在
·
中的解
我仍可以看出流体的运动可么分作湍流坊和片流坊雨部分 。 在湍流坊中代表湍流遥动的
刀 的第一项一般此代表片流坛动的第二项为大 , 但这一湍流项在较大的 劣 颁 域 内是一个
常数 场 。 如果 劣 很大很大时 , 则第二项的值将超过第一项而使 刀和 劣 成正比 。 这样湍性
尾流就衰变成片流尾流 。 为使我俐更清楚地韶栽到有关各物理量在湍流坊中有不同的大
小起兑 , 兹把从 , 和 得出的数值毅别列成下表
物 理 量
勺
刁 刁
刁 夕
, 刁万
一一 二‘ 护
告”
, ””
入
数 值 极
刀
招劣一口
如了
刀子
如护 气动
邓劣一 邝
石 。 功
。
, 护 劣一 ”,
把上表 刁 击 项与
·
式比较可知
·
式中的均匀各向同性湍 流速度服落的数
值要此平均流速的速度所引起的涨落数值为大 。 这也符合 的近似条件的 。 因此在
表中 叨 的值只考虑到均匀各向同性湍流速度服落的一项 。
从上表我们 也可 以 看 出在 速 度淡 落 遥 动 方 程 式 幻 中 叨夕 即 的一项是比
侧可瓦夕妙 的值为大 , 故后者可以略去 。 在
·
中第一个不等式能成立是很明显的 , 故
·
幻中速度阪落的非栽性项可以略去 第二个不等式别由于 入在湍流坊内一般比 端 力
小故也能满足 。
本渝文的湍性尾流的运动尚题解在棚 格下 游的解是完整的 。 这个完整性的意义是
只要在边界上 椒格下游后期迄动开始处可被韶作边界 平均流速的数值 人功 为已知 ,
尾流中抓格下游的平均速度及速度腿落平方平均值的显函数都可必卦算出来 。 但是在现
在的针算中函数 功 须用其他方法求得 , 而不是已知 。 故湍流后期落动开始前从包括栅
格前的流动周题看来 , 本渝文的针算是不完整的 。 在尾 流 中椒格上游的遥动简题如果也
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在后期衰变运动的范圈内可用运动方程
·
夕来解 。 在棚格下游本 渝文所封渝的范圃之
内我佣也可运用
·
,
·
,
·
和
·
甜式求出雨个不同点之简的二元速度关
联函数 。
根据本渝文的舒算桔果如平均速度分布 、速度涨落平方平均值级及再从 针算 求得的
二元速度关联函数都可用实输来榆输 。 特别需要指 出的是 ,
· 式规定出从湍流运动衰
变成片流运动的区域 这一点也可用实墩来肯定 。
摘 要
具有剪应力的自由湍流到下游相当远的地点由于能量的逐渐耗揖书衰变成为类似均
匀各向同性湍流的后期运动。 如同处理后一种流动周题一样 , 我俩现在根据湍 流 是 由涡
旋所粗成的概念来求 自由湍流的后期运动解 。 求涡旋运动解的动力学的基础是湍流速度
板落方程 。 在后期湍流坊中湍流 助 。 数比较小 , 故方 程 中 的非钱性项可以略去 。
再考虑到粗成湍流的涡旋尺寸比较小 , 在每个涡旋范圈内平均湍流速度和它 的坐 标梯度
可以近似地韶为和坐标的改变无关 。 我佣求袋性化了之后的湍流速度板落方程如下的近
似解 板落速度的一部分代表均匀各向同性湍流的后期运动 另一部分是和平均流速的坐
标梯度成正比 , 后一部分要此前一部分为小 。 从这样的近似解得出的 叮 剪应力是
和平均流速的坐标梯度成正比 。 当作这一般解的特例我佣求一个二元尾流的后期运动 。
在产生尾流的物体的后面还置放一个平面与尾流对称平面成垂直的椰格 。 这个柳格在它
的下游可产生一个迭加在物体所产生的尾流坊上的均匀各向同性的湍流坊 。 我仍的解是
适用在离物体和棚格相当远处的后期运动 , 但此处的流坊距棚格较近 , 所以椒格所产生的
均匀各向同性湍流要比尾流的湍流度为高 , 因此一般解 的近似条件是可以满足的。 本渝
文抬出尾流平均流速和速度瓶落平方平均值的解 。 达些理渝精果都可以用实输来榆端 。
由于我们只衬渝自由湍流的后期运动 , 故在解平均流速方程式时也需要确 定流坊 上游的
边界条件 。 这一点填另外敲法考虑 。
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